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Profesor Alonzo Church urodził się 14 
czerwca 1903 roku w Waszyngtonie. Po- 
chodził z rodziny, w której zwykle jeden z 
synów miał na imię Alonzo: pradziadek, 
Alonzo Church, był profesorem matematy- 
ki i astronomii w college'u, który później 
przekształcił się w University of Goergia; 
dziadek, Alonzo Webster Church, praco- 
wał między innymi w bibliotece Senatu 
Stanów Zjednoczonych; ojcem był Samuel 
Robbins Church, który — dopóki pozwalało 
mu zdrowie — był sędzią miejskim Dys- 
tryktu Columbia, ale pomocy w kształce- 
niu dzieci udzielał mu dobrze sytuowany 
brat, Alonzo Church. Alonzo Church, bo- 
hater tego artykułu, w 1924 roku ożenił się 
z pielęgniarką o polsko brzmiącym nazwi- 
sku Mary Julia Kuczinski. Byli nierozłącz- 
nym małżeństwem przez 51 lat, a w 1929 
roku urodził się im syn, który również zo- 
stał nazwany Alonzo. Zawiłości genealo- 
giczne rodziny Churchów nie będą nas 
więcej zajmowały i dalej Alonzo Church 
będzie osobą, o której piszę w pierwszym 
zdaniu tego artykułu. 


Wspomniany zwyczaj być może byłby 
wystarczającym powodem przedstawienia 
profesora w innych czasopismach. W Ma- 
tematyce jednak zwykle są prezentowane 
sylwetki matematyków. Jest więc istotne, 
czy Alonzo Church był matematykiem. Na 
to pytanie też nie ma prostej odpowiedzi. 
W jego przypadku trudno przytoczyć 
twierdzenie świadczące o osiągnięciach 
niewątpliwie matematycznych. Zajmował 
się zagadnieniami z pogranicza matematy- 


ki. Uważam, że był jednak matematykiem, 
a z całą pewnością miał wykształcenie 
matematyczne. 


Studia rozpoczął na Uniwersytecie w Prin- 
ceton w wieku 17 lat. W ich trakcie napisał 
pierwszą pracę naukową Uniqueness of the 
Lorentz Transformation. W 1924 roku 
uzyskał stopień Bachelors of Art w zakre- 
sie matematyki. Nie rozstał się z uczelnią i 
kontynuował studia pod kierunkiem 
Oswalda Veblena', bardzo wpływowej 
postaci w środowisku matematycznym w 
Princeton. W 1927 roku przedstawił dyser- 
tację Alternatives to Zermelo s Assump- 
tion, w której nawiązywał do badań teo- 
riomnogościowych swego promotora, i 
uzyskał stopień doktora. 


Założenie Zermelo to nic innego jak ak- 
sjomat wyboru. W swojej dysertacji 
Church analizuje konsekwencje trzech 
postulatów, w tym sprzecznych z aksjoma- 
tem wyboru. Jest tam stwierdzenie, że nie 
jest nieprawdopodobne, by żaden z tych 
postulatów nie prowadził do sprzeczności, 
i może być wiele teorii mnogości podob- 
nie, jak jest możliwe wiele geometrii za- 
leżnie od tego, czy przyjmiemy bądź od- 
rzucimy piąty postulat Euklidesa. Ciekawe 
jest też pierwsze zdanie dysertacji stwier- 
dzające, że celem tej pracy jest rozważenie 
możliwości stworzenia logiki, w której ak- 
sjomat wyboru nie zachodzi. Słowo logika 
miało wtedy szersze znaczenie niż obecnie 
i obejmowało teorię mnogości . 


* Oswald Veblen byt prezydentem American Ma- 
thematical Society w latach 1923 - 24. Brat udziat w 
tworzeniu Szkoty Matematycznej w stynnym Insti- 
tute of Advanced Study i był pierwszą osobą tam 
zatrudnioną. 


Początki rachunku lambda. Doktorat 
został uhonorowany dwuletnim stypen- 
dium National Research Fellowship. Dzię- 
ki temu, po krótkim okresie pracy na uni- 
wersytecie w Chicago, Church odwiedził 
Harward, a następnie udał się do Europy. 
W Getyndze współpracował z matematy- 
kami skupionymi wokół Dawida Hilberta, 
a w Amsterdamie pracował razem z Luit- 
zenem Brouwerem i Arendem Heytingiem. 
Dzięki podróży osobiście poznał wielu 
europejskich logików. Po powrocie zwią- 
zał się na wiele lat z Uniwersytetem w 
Princeton. Swoje rozważania z tego okresu 
przedstawił w pracy A Set of Postulates for 
the Foundation of Logic z 1932 roku. Jest 
to historyczna praca, w której mimocho- 
dem zostały sformułowane zasady rachun- 
ku lambda. 


We wstępie do niej znajdujemy mało zro- 
zumiałą opinię, która często pojawiała się 
w tamtych czasach: Przedstawimy zbiór 
postulatów dla podstaw logiki formalnej, w 
których unikamy używania zmiennych wol- 
nych i w których — by uniknąć paradoksów 
związanych z matematyką pozaskończoną — 
wprowadzamy pewne ograniczenia na 
prawo wyłączonego środka. Nie chcemy 
używać zmiennych wolnych, gdyż wyma- 
gamy, by każda kombinacja symboli nale- 
żących do naszego systemu, jeżeli w ogóle 
reprezentuje zdanie, reprezentowała okre- 
Slone zdanie, nie wymagające dodawania 
dodatkowych ustnych wyjaśnień. Mamy 
nadzieję, że jest widoczne, iż używanie 
zmiennych wolnych narusza to wymaganie. 
Na przykład równość 


(1) a(b+c)=ab+ac 


w której a, b i c są używane jako zmienne 
wolne, nie przedstawia określonego zdania 
poza przypadkiem, gdy jest wiadome, jakie 
wartości mogą być wzięte za te zmienne, i 


te informacje, jeżeli nie wynikają z kontek- 
stu, muszą być słownym dodatkiem. Do- 
puszcza się, by zakres zmiennych a, bic 
mógł składać się z wszystkich liczb rzeczy- 
wistych, lub z wszystkich liczb zespolonych, 
lub z elementów jakiegoś innego zbioru, 
lub też że zakresy tych zmiennych mogą sie 
różnić. W każdej z tych możliwości równa- 
nie (1) ma inne znaczenie. Jest jasne, że 
gdy samo to równanie zostało napisane, 
zamierzone zdanie nie zostało całkowicie 
przetłumaczone na język symboliczny i w 
celu całkowitego tłumaczenia, konieczne 
słowne dodatki muszą być wyrażone za 
pomocą symboli logiki formalnej i zawarte 
razem z równaniem w formule użytej do 
reprezentowania zdania. 


Bardziej interesujący niż sam zbiór postu- 
latów okazał się zastosowany sposób for- 
malizacji logiki i unikania zmiennych wol- 
nych, czyli rachunku lambda. Jest to ra- 
chunek formalny: piszemy w nim specy- 
ficzne wzory i przekształcamy je zgodnie z 
ustalonymi zasadami. Zwykle jest przed- 
stawiany przez odwołanie się do intuicji 
związanych z funkcjami, ale nie zawsze 
jest z nimi zgodny. Aby zapoznać się choć 
trochę z tym rachunkiem, musimy inaczej 
myśleć o funkcjach i poznać specyficzne 
zasady notacyjne. 


Formalizm rachunku lambda. Bardzo 
często mamy do czynienia z funkcją f i jej 
argumentem x. W takich sytuacjach intere- 
suje nas zwykle wartość funkcji dla wska- 
zanego argumentu, oznaczana najczęściej 
przez f(x). Możemy jednak pomyśleć, że 
stosujemy dwuargumentową operację, któ- 
ra funkcji fi argumentowi x przypisuje 
jako wynik f(x). Tę operację nazywamy 
aplikacją i sporadycznie oznaczamy krop- 
ką, podobnie jak mnożenie. Możemy więc 
napisać 


fx = fx = fx), 


co znaczy, ze aplikujac funkcje f do argu- 
mentu x otrzymujemy jako wynik wartość 
f(x), a ponadto, jeżeli to tylko jest możliwe, 
opuszczamy kropkę oznaczającą działa- 
nie,” podobnie jak to czynimy z kropką 
oznaczającą mnożenie. 


Przytoczona definicja aplikacji dotyczy 
funkcji jednoargumentowych, ale posługu- 
jemy się też funkcjami z wieloma argu- 
mentami. Wtedy stosujemy ogólniejsze 
pojęcie aplikacji, które rozumiemy jako 
ustalenie wartości pierwszego argumentu. 
Dla funkcji dwóch zmiennych f aplikacja f 
x oznacza funkcję g zdefiniowaną wzorem 
g(y) =/(x, y). Na przykład napis + 3 
oznacza funkcję, która argumentowi y 
przyporządkowuje liczbę 3 + y, a więc 
operację dodawania do 3, a dopiero gdy tę 
operację zaaplikujemy do liczby 1, otrzy- 
mujemy sumę 3 i I, czyli 4. 


W powyższym przykładzie aplikację stosu- 
jemy dwukrotnie. Wtedy musimy pamię- 
tać, że nie jest ona łączna i zwykle wyra- 
żenia 


fx)" y oraz f-(x" y) 


mają różne wartości. Nie możemy więc 
swobodnie opuszczać nawiasów tak, jak to 
robimy w przypadku analogicznych wyra- 
żeń z mnożeniem. Z drugiej strony, nad- 
miar nawiasów ogranicza czytelność wzo- 
rów. Przyjmuje się więc, że mamy prawo 
opuścić nawiasy w pierwszym z podanych 
wyrażeń. Możemy je skrócić nawet do 
postaci fxy. W ogólniejszym przypadku, 


* Taka zasada jest bardzo wygodna, ale sprawia 
kłopoty, gdy chcemy korzystać z wieloznakowych 
nazw takich, jak sin. W tym artykule nie będziemy 
tego robić, a przykładowe liczby będą jednocyfro- 
we. 


napis fxyz jest skróconą wersją wyrażeń 


(X'y: z oraz ((fx) y) z. 


Możemy też napisać + 3 1 2, czyli (( + 3) 
1) 2. Wartość tego wyrażenia powinniśmy 
otrzymać aplikując 4 do liczby 2. Nie wia- 
domo jednak, co w ten sposób otrzymamy. 
Być może powinniśmy uznać to wyrażenie 
za niepoprawne. A może powinniśmy naj- 
pierw ustalić, czym jest 4, a jeżeli okaże 
się jakąś funkcją, to także może da się ją 
zaaplikować do liczby 2. Niejasne jest 
również znaczenie wzoru + (3 1), w któ- 
rym dodawanie jest aplikowane do czegoś 
otrzymanego w wyniku aplikowania 3 do 
1. 


Tak naprawde w rachunku lambda nie ma 
liczb naturalnych, choć mogą być w nim 
reprezentowane. Analizujemy w nim abs- 
trakcyjną operację aplikacji i — mając do- 
wolne x i y— możemy aplikować x do y, 
atakże y do x. 


Eliminacja zmiennych. Uczonym, który 
w 1920 roku zaproponował pewien sposób 
eliminowania zmiennych wolnych, jest 
Mojżesz Schónfinkel, Rosjanin wykształ- 
cony w Odessie, który przez dziesięć lat 
był w zespole Dawida Hilberta w Getyn- 
dze. Jego nazwisko pojawiło się na dwóch 
pracach. W pierwszej do eliminowania 
zmiennych użył tak zwanych kombinato- 
rów. Ważnymi przykładami są kombinato- 
ry Si K, o których przyjmujemy, że apli- 
kowane mają własności wyrażone wzorami 


Sxyz=xz(yz) oraz Kxy=x. 


Dla przykładu przyjrzyjmy się prawu wy- 
łączonego środka. To prawo logiczne wy- 
raża związek alternatywy i negacji. Zwykle 
zapisujemy je w postaci 


DV `P, 


używając zmiennej wolnej, w tym przy- 
padku p. Tworzymy je stosując (aplikując) 
alternatywę do zmiennej p i formuły 
otrzymanej przez zanegowanie p. Możemy 
je zapisać, zależnie od przyjętej konwencji 
(logicznej, funkcyjnej lub aplikacyjnej), w 
najróżniejszych wersjach 


pyp = V(P, ~p) = vp (Cp). 


Nietrudno zauważyć, ze ostatnia, aplika- 
cyjna postać prawa wyłączonego środka 
może też zostać formalnie zapisana z uży- 
ciem kombinatora S$ jako 


Svp. 


Schönfinkel proponował, by prawem wy- 
łączonego środka nazywać wyrażenie S v 
— bez zmiennej wolnej, przedstawiające 
pewien związek między alternatywą v i 
negacją — wyrażony za pomocą kombina- 
tora S. Dopiero, gdy to prawo zostanie za- 
aplikowane do konkretnego zdania p, 
otrzymamy jego szczególny egzemplarz 
postaci vp (~p). 


Pomysł Schónfinkela można analizować 
badając algebry z dwuargumentowym 
działaniem, które nazywamy aplikacją, i w 
których są elementy S i K spełniające 
wyżej podane prawa. Takie algebry istnie- 
ją, także nie jednoelementowe, ale poda- 
nie istotnego przykładu nie jest rzeczą ba- 
nalną. Gdyby przyjąć, że wszystkie spójni- 
ki logiczne i zmienne zdaniowe są elemen- 
tami takiej algebry, to każdą formę zda- 
niową dałoby się w niej przedstawić po- 
dobnie, jak prawo wyłączonego środka: 
jako wyrażenie zbudowane z kombinato- 
rów S i K zaaplikowane do spójników i 
zmiennych występujących w formie. Ma- 
my na przykład 


S(S(KS)K) (SKK) fx = f Fx), 


a gdyby za f w tym wzorze wziąć opera- 
cję negacji, to otrzymalibyśmy formę, któ- 
ra jest podwójnym zaprzeczeniem zmien- 
nej x. 


Rachunek lambda. Wróćmy do naszego 
bohatera. Alonzo Church uzupełnił” po- 
mysł Schónfinkela o operację abstrakcji. 
W monografii The calculi of Lambda- 
Conversion tak wprowadza tę operację: 
Aby wziąć przykład z teorii funkcji liczb 
naturalnych, rozważmy wyrażenie (x +x). 
Jeżeli mówimy „(x° +x) jest większe niż 
1000”, to wypowiadamy zdanie, które za- 
leży od x i nic nie znaczy, chyba że x jest 
znane jako szczególna liczba naturalna. Z 
drugiej strony, jeżeli mówimy „(x° +x) jest 
funkcją pierwotnie rekurencyjnq”, to wy- 
powiadamy dobrze określone zdanie, które 
w żaden sposób nie zależy od znaczenia 
zmiennej x. Różnica między tymi przypad- 
kami jest taka, że w pierwszym wyrażenie 
67 +x) stuzy za wieloznaczne lub zmienne 
okreslenie liczby naturalnej, podczas gdy 
w drugim jest okresleniem szczegolnej 
funkcji. Będziemy je odtąd rozróżniać uży- 
wając (+x), gdy myślimy o wieloznacz- 
nej liczbie naturalnej, oraz Ax (x? +x)? Jako 
oznaczenie odpowiedniej funkcji. ... Sym- 
bol Ax nazywamy operatorem abstrakcji i 
mówimy o funkcji oznaczanej przez Ax M, 
że została otrzymana z wyrażenia M przez 
abstrakcję. ... Wyrażenie Ax (Ay M), które 
będziemy często skracać do Axy. M, ozna- 
cza funkcję, której wartość dla argumentu 
x jest dana wzorem iy M, albo też funkcję 
dwóch zmiennych. 


W rachunku lambda, oczywiście, możemy 
również aplikować funkcje definiowane 
przez abstrakcję. Zgodnie z intuicyjnym 


Może to stwierdzenie jest logicznie uzasadnione, 
ale niekoniecznie odpowiada prawdzie historycz- 
nej. 


określeniem abstrakcji i podpowiedziami 
Churcha można spodziewać się, że apliku- 
jąc funkcję Ax (x*+x)” do 3 otrzymujemy 
wartość wyrażenia definiującego funkcję 
(+x)”, w którym zamiast x podstawia- 
my 3,awięc (Ax (r +x)”) 3 = (3743). 


Jeżeli aplikujemy abstrakcję Ax M do N, 
to otrzymujemy wyrażenie powstające z 
M poprzez zastąpienie zmiennej x wyraże- 
niem N. Aplikując tak zdefiniowane funk- 
cje wykonujemy więc przekształcenie 
zwane podstawianiem’, bardzo często 
używane przez matematyków. Przekształ- 
cenie wyrażenia (Ax M) N we wskazane 
podstawienie nazywamy p-redukcją. 


Wyrażenia rachunku lambda tworzymy ze 
zmiennych używając dwóch operacji: abs- 
trakcji i aplikacji. Takie wyrażenia prze- 
kształcamy stosując B-redukcje. Otrzymu- 
jemy w ten sposób rachunek formalny, w 
którym możemy dowodzić równości wyra- 
żeń. W szczególności, równe są wyrażenia 
(Ax M) N i odpowiednie podstawienie 
otrzymane w wyniku B-redukcji. Dalsze 
równości wynikają z ogólnych własności 
tej relacji, przyjmowanych w całej mate- 
matyce, i z otrzymanych przez B-redukcje. 


* Podstawianie wykonujemy na co dzień, ale nie 
jest to operacja banalna. Najpierw zauważmy, że 
aplikując do czegokolwiek funkcje Ax f(f x) i Ay f(f y) 
otrzymujemy to samo wyrażenie. Nie ma więc 
powodu rozróżniania tych funkcji. Zmienną x w 
wyrażeniu Ax f (fx) nazywamy związaną operato- 
rem A, a zmienną f- wolną (niezwiązaną żadnym 
operatorem). W wyrażeniu (Afx. f (f x)) x zmienna x 
jest zarówno wolna, jak i związana (to x w nawia- 
sach). Przekształcenia w rachunku lambda muszą 
być tak prowadzone, aby zmienne wolne nie sta- 
wały się związanymi w wyniku podstawiania, pod- 
czas takich przekształceń, jak (Afx. f (fx)) x = (Af (Ax 
f(fx))) x = Ax x (x x). W tej sytuacji powinniśmy 
najpierw zmienić nazwę zmiennej związanej x, a 
później wykonać redukcję: (Afx. f(fx)) x =(Af (Ax f (f 
x))) x = (Af (Ay f (f y))) x = Ay x (xy). Podobne ktopo- 
ty mamy w rachunku kwantyfikatorów, a także w 
rachunku całkowym. 


Trudno wyobrazić sobie, czemu ten rachu- 
nek miałby służyć. Początkowo miał sta- 
nowić podstawę sformalizowanej logiki. 
Widać jednak, że możemy w nim przepro- 
wadzać jakieś obliczenia, na przykład dla 
S = dxyz. xz(yz) oraz K=Avxy.x wyraże- 
nie S (S(KS)K) (SKK) daje się przekształ- 
cić — z dokładnością do nazw zmiennych — 
do postaci Azt. z(zt). Ma też własności od- 
biegające od intuicji. W szczególności, dla 
I =Ahx. x w rachunku lambda zachodzi 
równość II=/, podczas gdy w matema- 
tyce opartej na teorii mnogości żadnej 
funkcji nie możemy aplikować do samej 
siebie. 


Odkrywanie tezy Churcha. Alonzo 
Church zdawał sobie sprawę, że w pracy o 
postulatach logiki proponuje system, o 
którym nie potrafi pokazać, że jest nie- 
sprzeczny i pozwala na unikanie paradok- 
sów. Obiecuje więc tylko, że w razie po- 
trzeby zostanie poprawiony. W krótkim 
czasie odkrywa sprzeczność w swoim sys- 
temie, a nowy zbiór postulatów przedsta- 
wia w kolejnej pracy z 1933 roku, o takim 
samym tytule. Ma jednak pecha. Po pew- 
nym czasie jego uczniowie Stephen Kleene 
i Barkley Rosser wyprowadzają sprzecz- 
ność także ze zmienionego zbioru postula- 
tów. 


Ale ta druga praca Churcha też ma w sobie 
coś interesującego. Są w niej zawarte wy- 
rażenia rachunku lambda, które mogą re- 
prezentować liczby naturalne, tak zwane 
numerały Churcha, definiowane wzorami 


Co=Nfx.x, C=Nx.fx, ©>=Nx.f(f 
©: sa: 


Ogólnie, Cn = Af x. f(f(... (fx)...))) jest 
dane wzorem, w którym symbol f jest n- 
krotnie aplikowany. Są tam też podane 
równości 


(Axypq. xPP) Cm Cn = Cm+n Oraz 


Okazało się bowiem, że w rachunku lamb- 
da można przeprowadzać obliczenia na 
liczbach naturalnych, w szczególności 
można dodawać je, mnożyć, także potęgo- 
wać. Biorąc na przykład Axyz. x(yz) i dopi- 
sując do tego wyrażenia Cmi Cn reprezen- 
tujące liczby m i n, a następnie wszystko to 
przekształcając, możemy otrzymać wyra- 
żenie Cmn przedstawiające iloczyn mn. 


Przyjmijmy taką oto definicję: funkcja 
naturalna f (ustalmy, że dwóch zmien- 
nych) jest definiowalna w rachunku lamb- 
da, jeżeli dla pewnego wyrażenia F tego 
rachunku i dla wszystkich liczb natural- 
nych m i n zachodzą równości F Cm Cn 
= Cm, ny. W ten sposób dodawanie i mno- 
żenie liczb naturalnych uznajemy za funk- 
cje definiowalne w rachunku lambda. 


Dodawać i mnożyć potrafimy bez rachun- 
ku lambda, a sam ten rachunek raczej takie 
obliczenia komplikuje. Mimo to dostarcza 
formalną metodę prowadzenia obliczeń, 
stosunkowo łatwą do wykorzystania w 
rachunkach komputerowych. Ciekawe jest 
więc pytanie, jakie funkcje są definiowalne 
w rachunku lambda i — w związku z tym — 
mogą być automatycznie obliczane. Alon- 
zo Church odpowiedział na to pytanie, 
choć nieco inaczej umotywowane, formu- 
łując słynną tezę Churcha. Teza ta charak- 
teryzuje klasę funkcji efektywnie obliczal- 
nych. Jest to bardzo ważna klasa funkcji 
naturalnych, tych, które są obliczalne w 
sensie intuicyjnym, za pomocą jakkolwiek 
rozumianych algorytmów, mechanicznych 
i skończonych procedur, a także wszelkich 
innych dających się pomyśleć efektywnych 
sposobów. Klasa ta ma mało precyzyjne 
określenie, ale musiał ją dokładnie opisać 
każdy matematyk, który — podobnie jak 


Church — chciał negatywnie rozwiązać 
tzw. Entscheidungsproblem postawiony 
przez Dawida Hilberta. 


Łatwo zauważyć, że funkcje definiowalne 
w rachunku lambda powinny być efektyw- 
nie obliczalne. Potrafimy przecież prowa- 
dzić obliczenia w tym rachunku. Church 
przeczuwał, że zachodzi także zawieranie 
odwrotne, i efektywnie obliczalne funkcje 
są definiowalne w rachunku lambda. Ale 
był też fakt świadczący o czymś przeciw- 
nym. Przez długi czas nikt nie potrafił do- 
wieść definiowalności poprzednika, funk- 
cji przyporządkowującej dodatniej liczbie 
naturalnej wartość o jeden mniejszą. Do- 
wód w końcu znalazł Stephen Kleene w 
1932 roku. Anegdota głosi, że miało to 
miejsce podczas zabiegu dentystycznego 
przeprowadzanego pod wpływem podtlen- 
ku azotu lub, jak kto woli, gazu rozwese- 
lającego, substancji znieczulającej o dzia- 
łaniu narkotycznym, i był to pierwszy re- 
zultat naukowy młodego studenta. Wtedy — 
być może — przeczucia Churcha zaczęły 
przeradzać się w jasno sformułowaną hipo- 
tezę naukową. Po latach Stephen Kleene 
miał opowiadać trochę z żalem, ale i z po- 
dziwem dla swego mistrza: Chciałbym móc 
powiedzieć, że w momencie odkrycia, jak 
lambda definiować funkcję poprzednika, 
miałem ideę tezy Churcha. Ale nie miałem, 
a Church ją miał. 


W 1931 roku ukazała się i została bez 
zwłoki przedstawiona w Princenton przez 
Johna von Neumanna praca Kurta Gódla o 
niezupełności arytmetyki. Dostarczyła ko- 
lejnego impulsu w badaniach Churcha. 
Doceniając znaczenie pracy, Oswald Ve- 
blen zaprosił jej autora do Institute of Ad- 
vanced Study. Na początku 1934 roku, od 
lutego do maja, Kurt Gódel osobiście 
przedstawiał swoje rezultaty. Treść wykła- 


du została starannie zanotowana przez stu- 
dentów Stephena Kleene’ego i Barkleya 
Rossera i nawet dzisiaj możemy się z nim 
zapoznać. Znajduje się w nim stwierdze- 
nie, że funkcje pierwotnie rekurencyjne, 
użyte w dowodzie twierdzenia o niezupeł- 
ności, mogą być obliczane za pomocą 
skończonych procedur, a po odpowiednim 
rozszerzeniu definicji — powinno być też 
prawdziwe stwierdzenie odwrotne. Kurt 
Gódel sformułował więc hipotezę przypo- 
minającą przemyślenia Churcha. Uważał ją 
jednak za mało dokładną i słabszą od tezy 
Churcha. W rozmowie z Churchem odniósł 
się sceptycznie do możliwości opisania 
wszystkich funkcji efektywnie obliczal- 
nych. Obiecał jednak, że zaproponuje ob- 
szerniejszą definicją rekurencyjności i do- 
trzymał słowa. Kończąc swój wykład, 
naszkicował definicję klasy funkcji, które 
dzisiaj nazywa się rekurencyjnymi według 
Herbranda i Gódla”. 


Church wykorzystał to niezwłocznie. Pra- 
cując ze Stephenem Kleene’em i Barkley- 
iem Rosserem ustalił podstawowe fakty o 
rachunku lambda i funkcjach rekurencyj- 
nych. Razem z Rosserem dowiódł twier- 
dzenie Churcha — Rossera o postaci nor- 
malnej. Wynika z niego, że w rachunku 
lambda nie można wyprowadzić równości 
numerałów Churcha reprezentujących róż- 
ne liczby naturalne, a więc że nie jest to 
rachunek, który tylko mówi coś o pojedyn- 
czym obiekcie, i zachodzi w nim każda 
równość. 


> Intencją Kurta Gödla byto zdefiniowanie klasy 
funkcji zamkniętej ze względu na wszelkie definicje 
rekurencyjne (sposoby definiowania przez induk- 
cję). Dzisiaj funkcje rekurencyjne najczęściej defi- 
niujemy używając tzw. operacji minimum (naj- 
mniejsze n takie, że ...). Współczesna definicja, 
Kleene'ego, jest łatwiejsza w użyciu, ale przestał 
być widoczny jej związek z rekursją. Oczywiście, 
obie definicję są równoważne. 


Zostało też pokazane, w znacznym stopniu 
przez Kleene ego, że funkcje rekurencyjne 
według Herbranda i Gódla to dokładnie 
funkcje definiowalne w rachunku lambda. 
W ten sposób Church otrzymał ważny ar- 
gument przemawiający za jego hipotezą: 
dwie odmiennie umotywowane próby for- 
malizacji obliczalności okazały się rów- 
noważne. 


Wyniki badań Church ogłosił na posiedze- 
niu American Mathematical Society w 
dniu 19 kwietniu 1935 roku. Zapropono- 
wał wtedy utożsamienie efektywnej obli- 
czalności z pojęciem funkcji rekurencyjnej 
i przedstawił przemawiające za tym argu- 
menty. Krótko po tym zdanie stwierdzają- 
ce równoważności tych dwóch pojęć za- 
częło być nazywane tezą Churcha. Tezą, 
ponieważ nie można go dowieść, choć 
można przedstawić wiele argumentów 
świadczących o jego słuszności. 


19 kwietnia 1935 roku to moment histo- 
ryczny. Narodziła się wtedy informatyka 
teoretyczna, a matematycy zyskali możli- 
wość dowodzenia twierdzeń mówiących, 
że niektórych zadań nie można rozwiązy- 
wać w sposób zalgorytmizowany. Wśród 
tych zadań jest 


Entscheidungsproblem, który miał zostać 
rozwiązany, gdy będzie znana procedura, 
za pomocą której będzie można decydować 
w skończonej liczbie operacji, czy dane 
wyrażenie logiczne jest ogólnie prawdziwe, 
bądź czy jest spełnialne. 


Dawid Hilbert był przekonany o możliwo- 
ści opracowania takiej procedury. Jednak 
już pierwsze przykłady funkcji nierekuren- 
cyjnych podane przez Churcha świadczyły 
dobitnie, że takiej procedury nie ma. 
Church bez trudu przeformułował twier- 
dzenie o niezupełności otrzymując twier- 


dzenie o nierozstrzygalności arytmetyki. 
Pokazał więc, że nie ma zalgorytmizowa- 
nej procedury pozwalającej ustalić, czy 
dane zdanie arytmetyczne daje się wy- 
wnioskować z aksjomatów Peano. Następ- 
nie wzmocnił ten rezultat dowodząc analo- 
giczne twierdzenie o nierozstrzygalności 
rachunku kwantyfikatorów i tym samym 
rozwiązał Entscheidungsproblem. 


W 1936 roku Church opublikował jeszcze 
razem z Stephenem Kleene’m w polskich 
Fundamenta Mathematicae pracę poświę- 
coną najmniejszej nierekurencyjnej liczbie 
porządkowej. Nieco później stworzył ra- 
chunek lambda z typami, odgrywający 
dzisiaj — razem z czystym rachunkiem 
lambda —istotną rolę w teorii języków pro- 
gramowania. Powoli jednak przestawał 
zajmować się zagadnieniami związanymi z 
matematyką i teoretyczną informatyką, a 
jego zainteresowania zaczęły przesuwać 
się w stronę logiki i filozofii. Wśród opo- 
wieści o nim jest też i taka z początku lat 
osiemdziesiątych: podczas wizyty w Stan- 
ford zostały mu zaprezentowane kompute- 
ry wykorzystujące LISP, język funkcyjny 
oparty o rachunek lambda. Church nie wy- 
kazał zainteresowania, a tłumacząc się z 
ewidentnego braku entuzjazmu powiedział, 
ze nie zna się na komputerach ani trochę, 
ale miał kiedyś studenta, który wie o nich 
co nieco. Mówiąc to miał na myśli Alana 
Turinga. 


Turing i inni uczniowie. Turing był rze- 
czywiście uczniem Churcha, ale raczej nie 
studentem. Otrzymał z rąk Churcha tytuł 
doktora. Był to uczeń specyficzny, dorów- 
nujący mistrzowi, może nawet przewyż- 
szający go, choć wyraźnie młodszy. Jako 
student uzyskał analogiczne rezultaty i 
ujawnił je tuż przed ukazaniem się pracy z 
tezą Churcha. Dzięki temu znalazł się w 


Princeton i tam przygotował rozprawę dok- 
torską. 


W sumie Alonzo Church wypromował 31 
doktorów. Wśród nich jest wielu wybit- 
nych uczonych, także odgrywających zna- 
czącą rolę w rozwoju informatyki i jej teo- 
retycznych podstaw. Są to między innymi 
wspomniani Stephen Kleene i Barkley 
Rosser, a także znani już Czytelnikom Ma- 
tematyki Martin Davis, Dana Scott i Mi- 
chael Rabin (Matematyka, 4/2009 i 
9/2007). 


Działalność wydawnicza. Church był nie 
tylko uczonym. Był też jednym z założy- 
cieli Association of Symbolic Logic, towa- 
rzystwa naukowego skupiającego logików, 
utworzonego w 1936 roku, i Journal of 
Symbolic Logic, czasopisma wydawanego 
przez to stowarzyszenie. Był pierwszym 
redaktorem tego czasopisma, ukształtował 
je i redagował przez kilkadziesiąt lat. Rze- 
czą charakterystyczną jest to, że Journal of 
Symbolic Logic dostarczał informacji o 
wszelkich pracach z dziedziny logiki. W 
pierwszym tomie można znaleźć Biblio- 
graphy of symbolic logic, zebrany przez 
Churcha wykaz wszelkich znanych mu 
nowożytnych prac z logiki napisanych 
przed 1936 rokiem. Zaczynał się pracą 
Gottfrieda Leibniza z 1666 roku, był uzu- 
pełniany przez wiele lat, a dzisiaj stanowi 
ważne źródło wiedzy o rozwoju logiki. 


Dziełem Churcha jest też Rewievs Section 
w Journal of Symbolic Logic. W tym dzia- 
le były zamieszczane krótkie informacje, 
recenzje, omówienia, także proste dane 
bibliograficzne wszelkich — w zamyśle — 
artykułów i monografii z logiki symbolicz- 
nej. Niewielka redakcja tego działu prze- 
glądała nawet około 300 czasopism z całe- 
go Świata w poszukiwaniu interesujących 


prac logicznych, śledziła ukazujące się 
monografie i wynajdowała recenzentów. 


Alonzo Church redagował prace publiko- 
wane w Journal of Symbolic Logic w la- 
tach 1936 — 1950, czyli przez lat 15. Za 
Reviews Section odpowiadał przez 44 lata, 
do roku 1979. Ostatniego doktora wypro- 
mował w roku 1986, kształcił więc przy- 
szłe pokolenia badaczy przez pół wieku. W 
1929 roku rozpoczął pracę na Uniwersyte- 
cie w Princeton, w 1947 został pełnym 
profesorem, w 1967 przeniósł się do Los 
Angeles i objął stanowiska Flint Professor 
of Philosophy 1 Professor of Mathematics. 
Uczył do roku 1990 i przeszedł na emery- 
turę w wieku 87 lat, po 60 latach pracy. 
Ostatnią pracę opublikował w 1995 roku, 
pracował twórczo przez 70 lat. Zmarł 11 


sierpnia 1995, w wieku 92 lat. Po niezwy- 
kle pracowitym życiu spoczął na Princeton 
Cementery obok żony i rodziców, a także 
Kurta Gódla i Johna von Neumanna. 
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What happened one day during the academic year of 1983-84 

was as follows. Alonzo Church had been to give a talk at the CSLI. At the time, CSLI 
had a large number of Xerox Dandelion computers, which were LISP processing 
machines (similar to Symbolics machines, which became popular a few years later). 
Etchemendy took Church aside for a few minutes to show him a Dandelion and to 
explain that it was indirectly based on lambda calculus. He seemed only distantly 


interested and when they later walked to the building in which Church was to give his 

talk, he told Etchemendy (no doubt to explain his evident lack of enthusiasm about the 
demo) that he knew nothing at all about computers, but that he had once had a student 
who did know quite a bit about them. That student was Alan Turing. 


CSLI - Center for the Study of Language and Information 


The Entscheidungsproblem is solved when one knows a procedure by which one 
can decide in a finite number of operations whether a given logical expression is 
generally valid or is satisfiable. The solution of the Entscheidungsproblem is of 
fundamental importance for the theory of all fields, the theorems of which are at all 
capable of logical development from finitely many axioms. 

D. Hilbert, W. Ackermann, Grundz'uge der theoretischen Logik, 1928 


